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Influence des parame`tres microme´caniques dans la simulation nume´rique
discre`te des mate´riaux granulaires : assemblage, de´formation quasi-statique,
e´coulements
Jean-Noe¨l ROUX et Franc¸ois CHEVOIR
Laboratoire Navier, Unite´ Mixte de Recherche LCPC-ENPC-CNRS
2, alle´e Kepler, Cite´ Descartes, 77420 Champs-sur-Marne, France
AVANT-PROPOS : Le pre´sent document constitue le chapitre 8 du traite´Mode´lisation nume´rique
discre`te des mate´riaux granulaires, ouvrage collectif, sous la direction de Farhang Radja¨ı et Fre´de´ric
Dubois, publie´ dans la collection ¡¡ me´canique et inge´nie´rie des mate´riaux ¿¿ (MIM) aux e´ditions Lavoisier
en 2010. Le titre, la pagination et l’indexation des re´fe´rences en sont diffe´rents.
Il dresse un bilan de l’influence des diffe´rents parame`tres microme´caniques que l’on introduit dans
la mode´lisation des mate´riaux granulaires a` l’e´chelle des grains et des contacts sur le comportement
m´e´canique macroscopique en de´formation quasi-statique ou en e´coulement. On insiste en particulier sur
la de´finition de parame`tres de controˆle sans dimension, qui permettent une classification commode et
ge´ne´rique de diffe´rents re´gimes rhe´ologiques.
Ce texte contient quelques re´fe´rences aux autres chapitres du meˆme traite´ mais peut se lire
inde´pendamment.
1 Introduction
La simulation d’un mate´riau granulaire mode´lise´ a` l’e´chelle de ses constituants microsco-
piques fait intervenir de nombreux parame`tres, lie´s a` la description ge´ome´trique du syste`me, aux
lois d’interaction, et aux sollicitations exte´rieures.
Dans ce chapitre nous tentons un bilan de l’influence de ces parame`tres sur le comporte-
ment me´canique de mate´riaux granulaires en nous limitant aux mode`les les plus simples, avec des
grains sphe´riques ou circulaires, et en privile´giant les situations qui permettent de de´terminer
des comportements me´caniques exprime´s par des lois constitutives. Ces lois sont lie´es a` des
me´canismes microscopiques que nous e´voquons brie`vement. Les comportements observe´s en si-
mulation nume´rique peuvent se comparer quantitativement aux expe´riences de laboratoire avec
certains mate´riaux mode`les – assemblages de billes de verre par exemple. Avec les mate´riaux
plus complexes, naturels ou manufacture´s, qui inte´ressent directement l’inge´nieur ou le physicien
applique´, les comparaisons sont plus qualitatives. Toutefois ces ¡¡ vrais ¿¿ mate´riaux restent re´gis
par des lois analogues, issues de me´canismes rhe´ophysiques similaires, pour lesquelles l’e´tude de
syste`mes mode`les fournit d’utiles indications d’ordres de grandeur.
La partie 2, a` partir des mode`les microme´caniques les plus utilise´s, dresse la liste des
parame`tres de controˆle et propose une analyse dimensionnelle adapte´e aux sollicitations les
plus courantes. L’influence de ces parame`tres est ensuite discute´e dans diffe´rentes conditions :
de´formation quasi-statique de mate´riaux granulaires solides (§ 3) ; e´coulements granulaires denses
(§ 4).
2 Simulation de mate´riaux mode`les : parame`tres de controˆle
2.1 Ge´ome´trie
Nous traitons presque exclusivement ici d’assemblages de particules sphe´riques a` trois
dimensions (3D), voire circulaires en deux dimensions (2D), avec une faible e´tendue granu-
lome´trique. Ces mode`les font l’objet de l’immense majorite´ des e´tudes nume´riques par simu-
lations discre`tes. Toutefois, la forme et la distribution de tailles des grains jouent un roˆle
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de´terminant dans leurs proprie´te´s me´caniques, souvent bien davantage que certaines caracte´ristiques
microme´caniques des contacts. C’est surtout l’expe´rience qui a re´ve´le´ l’importance de ces facteurs
ge´ome´triques. Quelques observations issues de travaux nume´riques seront ne´anmoins e´voque´es.
D’autre part, quelle que soit la forme des grains, la ge´ome´trie des assemblages qu’ils
forment joue un roˆle central dans toutes les e´tudes microme´caniques. Ses proprie´te´s telles que la
densite´, la connectivite´, l’anisotropie e´ventuelle, la distribution des interstices entre grains voisins
sont intimement couple´es au comportement me´canique du mate´riau, qui ne re´sulte pratiquement
jamais – c’est la` une difficulte´ essentielle – d’une moyenne simple du comportement me´canique
du contact. Dans une situation d’e´coulement stationnaire (§ 4), la microstructure de´termine la
cine´matique du syste`me autant qu’elle en est le produit. Dans un assemblage granulaire solide
(§ 3), le processus de mise en place (objet du chapitre 8) conditionne initialement la micro-
structure qui influe ensuite fortement sur le comportement. Il est important, avant d’introduire
les nombreux parame`tres lie´s aux lois de contact, de rappeler que les proprie´te´s me´caniques
des mate´riaux granulaires de´pendent, autant que des proprie´te´s des contacts entre grains, de la
manie`re dont ceux-ci sont assemble´s.
2.2 Lois de contact
Les ingre´dients des lois de contact mises en œuvre en simulation nume´rique re´sultent en
principe d’une mode´lisation microme´canique [1], e´ventuellement simplifie´e et comple´te´e par des
hypothe`ses physiquement plausibles, dans laquelle certains choix sont guide´s par un souci de fai-
sabilite´ des calculs. Il convient bien suˆr de s’assurer que les proprie´te´s auxquelles on s’inte´resse ne
sont pas affecte´es par un choix trop arbitraire, voire qui conduirait a` une violation de proprie´te´s
physiques fondamentales comme l’objectivite´ ou les lois de conservation. Le plus souvent, des
compromis sont adopte´s entre la conformite´ du mode`le a` ce qui est connu des lois de contacts
et la simplicite´ des calculs, en exploitant les connaissances disponibles quant a` la sensibilite´
des proprie´te´s vise´es aux ingre´dients microme´caniques. Dans tous les cas, il est ne´cessaire de
s’appuyer sur des e´tudes parame´triques (pour lesquelles l’analyse dimensionnelle est une aide
pre´cieuse).
Nous ne donnons ici qu’une description abre´ge´e de ces lois de contact, destine´e a` faire
apparaˆıtre la liste des parame`tres de controˆle influant sur les re´sultats des simulations. Nous
renvoyons aux re´fe´rences bibliographiques, parmi lesquelles [1] est un traite´ de la me´canique du
contact et [2, 3] contiennent des introductions ge´ne´rales adapte´es a` la simulation des assemblages
de grains, pour une pre´sentation plus comple`te.
2.2.1 Frottement
Nous nous limitons dans un premier temps aux cas de contacts quasi-ponctuels : l’e´tendue
de la re´gion de contact est suppose´e faible devant le diame`tre d des grains. Au point de contact
entre les grains i et j, ceci entraˆıne que les efforts de contact se re´sument a` une force F, que
l’on de´compose en une partie normale, FN (scalaire) et une partie tangentielle FT (un vecteur
en 3D).
En l’absence de cohe´sion, la force normale est re´pulsive : on a FN > 0. En ge´ne´ral on
admet l’existence d’un coefficient de frottement µ qui intervient dans la condition de Coulomb :
||FT || ≤ µFN . (1)
2.2.2 E´lasticite´
L’e´lasticite´ du contact est bien connue dans le cas d’objets re´guliers sans areˆtes [1]. La loi
de Hertz relie alors, pour des grains sphe´riques de diame`tre d constitue´s d’un mate´riau e´lastique
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de module d’Young E et de coefficient de Poisson ν, la force normale FN a` la de´flexion normale
h des surfaces en contact (¡¡ interpe´ne´tration ¿¿ apparente) :
FN =
Ed1/2
3(1− ν2)h
3/2. (2)
La variation de la partie e´lastique de la re´action tangentielle FT avec le de´placement relatif
tangentiel ~δ [4], du fait du crite`re de Coulomb e´crit au niveau local du vecteur-contrainte dans
la petite surface de contact [1], ne peut en principe s’e´crire que de fac¸on incre´mentale, et donne
des lois fort complique´es [5]. On est souvent amene´ a` les simplifier [6, 7, 8], en gardant la raideur
tangentielle KT (h), qui apparaˆıt dans :
dFT =
Ed1/2
(2− ν)(1 + ν)h
1/2d~δ = KT (h)d~δ, (3)
inde´pendante de ~δ tant que la condition de Coulomb (1) reste satisfaite. Dans le cas contraire,
une fois incre´mente´e FT dans le calcul, il faut la projeter sur le coˆne de Coulomb. De plus il faut
tenir compte des variations simultane´es de FN et de FT , et transporter les forces de contact avec
les mouvements d’ensemble et relatifs (y compris roulements et pivotements) des deux objets.
Pour ce faire on ne dispose pas en fait de loi e´tablie pour tous les cas, et on doit se contenter
de re`gles praticables qui ne violent pas l’objectivite´ (discute´e dans [9]), ni le second principe
de la thermodynamique (il ne faut pas cre´er de l’e´nergie e´lastique dans un cycle, ce point est
e´tudie´ dans [4]). Une mise en œuvre des lois de Hertz-Mindlin simplifie´es (2)-(3) qui satisfait a`
ces conditions est de´crite dans [7].
Il arrive aussi souvent que l’on ne cherche pas a` de´crire pre´cise´ment l’e´lasticite´ du contact,
et que l’on choisisse plus simplement une loi line´aire unilate´rale :
FN = KNh, dFT = KTd~δ, (4)
avec la condition de Coulomb (1). Les raideurs normale (KN ) et tangentielle (KT ) peuvent eˆtre
choisies pour respecter l’ordre de grandeur des de´formations e´lastiques dans les contacts.
Dans les relations (3) ou (4), ~δ repre´sente en fait la partie e´lastique du de´placement relatif
tangentiel, qui ne varie que lorsque la force de contact est inte´rieure au coˆne de Coulomb de´fini
par (1), ou bien pe´ne`tre a` l’inte´rieur a` partir du bord [10, 11].
Parfois, on conside`re simplement les forces e´lastiques comme une manie`re commode d’as-
surer l’impe´ne´trabilite´ des grains et la mobilisation progressive du frottement. Une telle attitude
implique que l’on se place implicitement dans la limite des grains rigides, sur laquelle nous
reviendrons.
2.2.3 Forces visqueuses et coefficients de restitution
La partie visqueuse de la force de contact est le plus souvent prise line´aire dans la vitesse
relative :
F vN = αN
dh
dt
, FvT = αT
d~δ
dt
, (5)
En ge´ne´ral les coefficients d’amortissement sont assez mal connus et ils sont rarement iden-
tifie´s a` partir d’un mode`le physique. (Une approche par la me´canique du contact entre solides
viscoe´lastiques a cependant e´te´ de´veloppe´e, que l’on trouvera pre´sente´e dans la re´f. [12] et dans
bien d’autres e´crits du meˆme groupe d’auteurs. Ce mode`le a e´te´ exploite´ dans l’e´tude des ¡¡ gaz
granulaires ¿¿).
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La mode´lisation d’un choc binaire frontal avec les relations (4) et (5) de´finit un proble`me
d’oscillateur harmonique amorti, et fixe la dure´e τc de la collision entre deux grains de masse
m :
τc = π
[
2KN
m
−
(αN
m
)2]−1/2
. (6)
Le pas de temps en dynamique mole´culaire est choisi comme une petite fraction de
√
m/KN .
Si αN de´passe la valeur critique α
c
N =
√
2mKN (pour laquelle τc →∞ dans (6)), le mouvement
relatif lors du choc est suramorti. Comme il y a alors deux temps caracte´ristiques dans l’e´volution
de la de´flexion normale dans le contact, dont le rapport augmente tre`s rapidement avec ζ =
αN/α
c
N , c’est une situation nume´riquement de´favorable, que la commodite´ des calculs conduit a`
proscrire. Aussi, lorsque l’on souhaite, afin d’approcher rapidement des e´tats d’e´quilibre que l’on
veut e´tudier, dissiper efficacement l’e´nergie, on tend a` choisir des coefficients d’amortissement
proches du niveau critique, mais infe´rieurs (ζ < 1). Les lois e´lastique (4) et visqueuse (5) ci-
dessus se traduisent, dans une collision isole´e, par un coefficient de restitution normal e, fonction
de ζ :
e = exp
[
πζ
2
√
1− ζ2
]
. (7)
Dans le cas hertzien, on peut se re´fe´rer a` la raideur line´aire tangente, KN (h), qui varie comme
h1/2 d’apre`s (2), et appliquer les meˆmes conside´rations pour le choix du pas de temps (alors
variable selon le niveau de de´flexion atteint) et de l’amortissement que dans le cas line´aire. On
montre que le choix d’un amortissement e´gal, a` chaque instant, a` une fraction constante ζ de
la valeur critique d’un mode`le line´aire avec raideur KN (h) donne un coefficient de restitution
normal inde´pendant de la vitesse relative dans une collision binaire.
Le choix du coefficient d’amortissement tangentiel αT est guide´ par des conside´rations
similaires a` celui de αN (a` noter que sa valeur critique fait intervenir les moments d’inertie
des grains en contact). Sa relation avec un coefficient de restitution tangentiel est un peu plus
complexe en raison de la fre´quence diffe´rente des oscillations de h et de ~δ dans un choc et de la
saturation possible du crite`re de Coulomb.
Apre`s avoir introduit des termes visqueux dans la force de contact, on doit se demander
si on les inclut dans les composantes FN et FT qui doivent satisfaire l’ine´galite´ de Coulomb (1).
Deux attitudes sont possibles, et les deux choix ont e´te´ adopte´s dans la litte´rature. On peut
conside´rer que l’ine´galite´ de Coulomb ne concerne que les composantes e´lastiques de la force
de contact. Tout se passe alors comme si les forces visqueuses e´taient dues a` la pre´sence d’un
fluide dans la re´gion du contact (mais sans que l’on tienne compte de la ge´ome´trie pre´cise
de son e´coulement). La force normale totale peut alors eˆtre attractive lorsque les deux grains
s’e´loignent assez rapidement. L’autre option, qui peut sembler plus logique si on attribue les
forces visqueuses a` la dissipation interne au mate´riau qui constitue les grains, consiste a` ajouter
les forces visqueuses aux forces e´lastiques avant d’imposer l’ine´galite´ (1), auquel cas il convient
d’interdire les forces attractives en limitant au besoin l’intensite´ de la force visqueuse.
2.2.4 Autres me´canismes de dissipation
La dissipation d’e´nergie dans les contacts peut aussi re´sulter d’un comportement plastique
du mate´riau qui constitue les grains. Des mode´lisations de contacts e´lastoplastiques pour les
objets de forme re´gulie`re (tels que les billes me´talliques) sont pre´sente´es dans [1], et des lois
tre`s simplifie´es sont mises en œuvre dans certaines simulations (ainsi dans la re´fe´rence [13], ou
dans [14] ou` un mode`le est propose´ avec plasticite´ et cohe´sion). Nous ne discuterons pas des
parame`tres de ces mode`les.
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D’autres me´canismes de dissipation sont utilise´s comme de simples astuces nu-me´riques
destine´es a` favoriser l’approche d’e´tats d’e´quilibre, sans grand souci de vraisemblance physique
(meˆme dans la forme des lois choisies), voire en ignorant certaines lois de base. Ainsi, une force
visqueuse est parfois mise en œuvre qui s’oppose simplement a` la vitesse de chaque particule
(comme pour un objet solide isole´ baignant dans un fluide visqueux de vitesse nulle a` l’infini). Un
autre me´canisme (propose´ notamment dans certains logiciels commerciaux) consiste a` exercer
sur chaque grain une force proportionnelle a` son acce´le´ration, avec un coefficient de signe oppose´
a` celui du produit scalaire de la force avec l’acce´le´ration. Tout se passe donc alors comme si la
masse de chaque objet e´tait diffe´rente dans les phases d’acce´le´ration ou de ralentissement. Ces
proce´de´s violent la conservation de la quantite´ de mouvement, et font jouer un roˆle particulier a`
une vitesse de re´fe´rence. On ne doit donc les utiliser qu’avec pre´caution, dans les cas ou` le bilan
de quantite´ de mouvement ne joue pas de roˆle important. Il faut bien suˆr e´viter de les mettre en
œuvre pour mode´liser un e´coulement ou la mise en place d’un mate´riau granulaire sous gravite´.
2.2.5 Cohe´sion
C’est l’e´nergie par unite´ d’aire γ des interfaces entre les grains solides et le milieu ambiant
qui est a` l’origine de l’adhe´sion aux contacts, qu’elle soit ou non transmise par un me´nisque
liquide. La force attractive maximale est toujours d’ordre γd. En pre´sence d’un pont liquide, il
est possible d’utiliser des mode`les quantitatifs pour les assemblages de billes [15, 16]. La porte´e
D0 des forces attractives a` distance est alors de´termine´e par la distance de rupture, de l’ordre du
volume du me´nisque e´leve´ a` la puissance 1/3. La prise en compte de l’adhe´sion capillaire dans la
simulation des mate´riaux granulaires fait l’objet du chapitre 12. Dans le cas de grains solides secs,
la force adhe´sive est sensible aux irre´gularite´s de leur surface, et sa porte´e (celle des forces de van
der Waals) est de quelques nanome`tres. C’est pourquoi elle se manifeste seulement en pratique
pour les particules de petite taille, typiquement de l’ordre du micron ou de la dizaine de microns.
Pour des grains de sable, ou des billes dont le diame`tre est de l’ordre de 100 µm, seules quelques
aspe´rite´s peuvent eˆtre sensibles a` une telle attraction, dont l’effet se trouve ainsi fortement re´duit,
alors que les forces capillaires en pre´sence d’un liquide ne sont pas sensibles a` ces irre´gularite´s
ge´ome´triques et entrent en jeu pour des grains plus gros. Il existe sur la mode´lisation des effet
simultane´s de l’adhe´sion et de la de´formation e´lastique au contact une litte´rature fournie [17],
mais l’e´tude des assemblages granulaires cohe´sifs par simulation nume´rique (expose´e au chapitre
11) en a pour l’essentiel retenu des versions assez simplifie´es, car les approches classiques restent
incomple`tes (on ne sait pas toujours bien prendre en compte les efforts tangentiels), s’appliquent
difficilement a` des grains a` surface irre´gulie`re et font appel a` des informations de´taille´es sur les
mate´riaux et les e´tats de surface qui ne sont pas toujours disponibles en pratique. Les lois simples
mises en œuvre dans les exemples simulations rapporte´s aux § 3 et 4 consistent a` ajouter un
terme attractif simple [18, 19], a` la re´pulsion e´lastique exprime´e par (4), introduisant ainsi les
deux parame`tres importants communs a` tous les mode`les de cohe´sion : une traction maximale F0
que peut supporter un contact, et la porte´e D0 de l’attraction mutuelle entre surfaces solides. A`
l’e´quilibre, en l’absence d’action exte´rieure, une paire isole´e de grains est maintenue en contact
avec une de´flexion
h0 ∼ F0/KN , (8)
pour laquelle la force de re´pulsion e´lastique et la force d’adhe´sion se compensent.
En pre´sence d’adhe´sion, il est important d’appliquer l’ine´galite´ de Coulomb (1) en excluant
de FN au second membre le terme attractif. Ainsi, dans un mode`le simple ou` ce terme est
constant, e´gal a` −F0 pour les grains en contact [19], on impose la condition ||FT || ≤ µ(FN +F0).
En effet, il faut conside´rer que les surfaces sont presse´es l’une contre l’autre par l’attraction
des deux grains, qui agit de fac¸on analogue a` une force exte´rieure. Il en re´sulte qu’en l’absence
de force exte´rieure, le contact entre deux grains colle´s avec la force F0 est alors capable de
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transmettre une force tangentielle maximale e´gale a` µF0, alors que la force normale totale est
nulle.
2.2.6 Re´sistance au roulement
Si on prend en compte l’extension finie des re´gions de contact, qui ne se re´duisent pas a` des
points, soit en raison de la de´formablite´ des grains solides, soit de leur forme irre´gulie`re et non
convexe, on est amene´ a` autoriser les contacts a` transmettre un moment Γ, qui travaille dans
les mouvements relatifs de roulements sans glissement (diffe´rence de taux de rotation autour
d’un axe tangentiel) ou de pivotement sans glissement (diffe´rence de taux de rotation autour de
l’axe normal). Nous e´voquerons quelques exemples de l’effet d’un tel ingre´dient microme´canique,
encore relativement peu usite´, dans des exemples bidimensionnels (pas de pivotement). Pour
prendre en compte ce phe´nome`ne les mode`les retenus en simulation sont reste´s fonde´s sur des
approches simplificatrices [20]. Le parame`tre essentiel est le coefficient de frottement de roule-
ment, µR, tel que le moment maximal soit µRFN . Ainsi de´fini, µR a la dimension d’une longueur,
et c’est pourquoi on rencontre aussi la de´finition dans laquelle c’est µR divise´ par un rayon de
grain R qui est appele´ coefficient de frottement. La re´ponse d’un contact sollicite´ en roulement,
avant que Γ atteigne sa valeur limite, peut eˆtre mode´lise´e comme purement e´lastique, et on
obtient alors un mode`le analogue a` celui de la loi de contact tangentielle [21, 19] e´lastoplastique
habituelle. Dans le cadre d’un mode`le de grains rigides, on peut aussi e´tendre l’approche de la
dynamique des contacts au cas de la re´sistance au roulement [22].
Si le diame`tre de la re´gion du contact est l alors µR doit eˆtre de l’ordre du diame`tre l
de la re´gion de contact (distance entre aspe´rite´s), tandis que la raideur en rotation relative doit
eˆtre d’ordre KN l
2. En pre´sence de cohe´sion, si on e´crit, comme pour la condition de Coulomb
ordinaire, l’ine´galite´ Γ ≤ µRF rN avec la seule composante re´pulsive e´lastique de la force normale,
on obtient des contacts capables de transmettre un moment d’ordre µRF0 meˆme si la force
normale totale est nulle. Un faible coefficient de frottement de roulement peut donc avoir une
influence importante dans le cas cohe´sif [19].
2.2.7 Cas des grains rigides
La liste des parame`tres que nous avons introduits jusqu’ici se trouve plus re´duite dans
le cas d’une mode´lisation (comme en dynamique des contacts, cf. le chapitre 3) avec des grains
parfaitement rigides. Ainsi toutes les raideurs et les e´chelles de longueur associe´es a` une de´flexion
e´lastique disparaissent. Restent le coefficient de frottement, e´ventuellement le frottement de
roulement, et les coefficients de restitution, ainsi que les donne´es ayant le sens d’une force,
comme la traction maximale F0, et e´ventuellement la porte´e D0 des forces attractives.
Toutefois, comme la condition de stricte impe´ne´trabilite´ n’est force´ment satisfaite qu’ap-
proximativement dans la pratique, la me´thode introduit des niveaux de tole´rance. Elle fait
e´galement appel au choix d’un pas de temps. Nous renvoyons au chapitre 3 pour le roˆle de ces
parame`tres lie´s a` la mise en œuvre nume´rique de la dynamique des contacts.
2.3 Analyse dimensionnelle
L’analyse dimensionnelle, fonde´e sur l’inde´pendance des proprie´te´s physiques vis-a`-vis du
choix des unite´s fondamentales de temps, de longueur et de masse, nous assure que les proprie´te´s
du mate´riau, si elles sont exprime´es par des grandeurs sans dimension (rapport de contraintes
fonction d’une de´formation par exemple), ne de´pendent que des combinaisons sans dimension
des parame`tres du proble`me.
Dans un essai me´canique, les parame`tres, en plus de ceux du mate´riau, comprendront le
plus souvent une pression P (contrainte de confinement) et un certain taux de de´formation ǫ˙.
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Bien entendu, on peut construire de bien des fac¸ons diffe´rentes une liste de nombres sans
dimension a` partir des donne´es. Le choix que nous proposons est guide´ par les conside´rations
suivantes. Ces nombres, d’abord, expriment, comme il est accoutume´, le rapport de deux gran-
deurs physiques, par exemple a` partir des e´chelles de temps : le temps de collision τc (qui est
comparable au temps de propagation de la quantite´ de mouvement a` travers un grain), le temps
de cisaillement τs = 1/ǫ˙ et le temps inertiel τi =
√
m/P (le temps de de´placement caracte´ristique
d’un grain de masse m soumis a` la pression P ). En pre´sence de mode`les de mate´riaux diffe´rents,
on peut donner des de´finitions assez similaires des parame`tres de controˆle adimensionne´s qui
permettent de situer dans l’espace des parame`tres des re´gions ou` les comportements seront com-
parables. Il convient ensuite, afin de pouvoir faire appel le plus souvent possible aux meˆmes
de´finitions pour les mode`les de grains rigides ou de´formables, d’isoler les parame`tres de raideur
en les faisant intervenir dans le moins de combinaisons possibles. Enfin, il est pre´fe´rable que les
proprie´te´s du syste`me e´tudie´ posse`dent des limites bien de´finies pour les valeurs extreˆmes, tre`s
faibles ou tre`s e´leve´es, des nombres choisis.
2.3.1 Grandeurs lie´es au mate´riau
Le comportement des contacts fait directement intervenir des grandeurs sans dimension :
le coefficient de frottement µ, e (ou ζ) pour la dissipation visqueuse ou la restitution normale,
eT (ou ζT ), son homologue pour la force tangentielle, et e´ventuellement le niveau de frottement
de roulement µR/d.
2.3.2 Raideurs adimensionne´es
Les raideurs normale et tangentielle se comparent entre elles, ce qui donne le parame`tre
KT /KN pour l’e´lasticite´ line´aire (4). Pour le mode`le simplifie´ (2)-(3) de l’e´lasticite´ de Hertz-
Mindlin, ce rapport de raideurs est inde´pendant du la force et vaut
2− 2ν
2− ν , qui varie entre 2/3
et 1 pour les mate´riaux ordinaires dont le coefficient de Poisson ν varie entre 1/2 et ze´ro. Il s’agit
donc d’un parame`tre dont les variations sont tre`s restreintes quand on cherche a` reproduire les
proprie´te´s des mate´riaux habituels. La comparaison de la raideur normale KN avec le niveau
de contrainte P , permet de de´finir un niveau de raideur κ, tel que l’on ait pour la de´flexion
moyenne h dans les contacts :
h
d
∝ κ−1. (9)
La force normale moyenne 〈FN 〉 e´tant proportionnelle a` PdD−1 en dimension D e´gale a` 2 ou 3,
on prend
κ =
KN
PdD−2
(cas line´aire, D=2 ou 3)
κ =
(
E
P (1− ν2)
)2/3
(cas hertzien, D=3)
(10)
En fait, on sait relier le rapport 〈FN 〉/PdD−1 a` la densite´ et au nombre de coordination [16, 19, 7]
et on montre alors que dans les conditions habituelles (faible e´tendue granulome´trique) on a un
coefficient de proportionnalite´ proche de 1 dans (9).
La limite des grains rigides est celle ou` κ→ +∞. Dans cette limite, si elle est bien de´finie,
les proprie´te´s du mate´riau ne doivent plus de´pendre de κ, et les petites de´flexions aux contacts,
d’ordre κ−1, ne modifient pas sensiblement la structure de l’assemblage granulaire par rapport
a` celle d’un assemblage de grains inde´formables.
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2.3.3 Nombre d’inertie
Le rapport des e´chelles de temps impose´es par la sollicitation et associe´es a` la dynamique
des grains de masse m soumis a` des forces d’ordre PdD−1 de´finit le nombre d’inertie,
I = ǫ˙
√
m
PdD−2
. (11)
(Une de´finition tre`s proche, dont l’e´criture est identique a` 2 ou 3 dimensions, consiste a` prendre
I = ǫ˙d
√
ρm
P , ou` ρm est la masse volumique du mate´riau constituant les grains). La limite de
l’e´volution quasi-statique, dans laquelle on s’attend a` ce que le syste`me reste proche d’un e´tat
d’e´quilibre a` chaque instant, est la limite ou` I → 0.
2.3.4 Parame`tres adimensionne´s lie´s a` la cohe´sion
L’effet principal des forces attractives est d’introduire une e´chelle de force, F0, qui se
compare aux forces lie´es a` la contrainte de confinement. On de´finit ainsi un nombre de cohe´sion
η qui caracte´rise l’intensite´ des forces adhe´sives relativement aux forces de confinement, ou bien
une pression re´duite P ∗ :
η =
F0
dD−1P
, P ∗ =
1
η
=
dD−1P
F0
. (12)
Lorsque P ∗ ≫ 1, les forces dues au confinement dominent et les effets de la cohe´sion sont
ne´gligeables. La structure de l’assemblage est similaire a` celle d’un syste`me sans cohe´sion. Dans
le cas contraire, P ∗ ≪ 1, la cohe´sion peut stabiliser des structures tre`s diffe´rentes, en particu-
lier beaucoup plus laˆches. De plus, c’est alors la cohe´sion qui de´termine le niveau typique des
de´flexions dans les contacts, qui est d’ordre h0 de´finie en (8), et des forces normales, alors d’ordre
F0 (positives ou ne´gatives). Lorsque la cohe´sion domine, plutoˆt que d’e´valuer l’effet de l’inertie
avec le nombre I (11), on peut de´finir
Ia = ǫ˙
√
md
F0
, (13)
ou` la force typique PdD−1 est remplace´e par F0.
L’autre nombre sans dimension introduit par les mode`les de cohe´sion est le rapport D0/d,
pour lequel on ne rapportera pas ici de re´sultat d’e´tude parame´trique.
2.3.5 Bilan et remarques.
Il faut donc e´tudier, plutoˆt que l’influence des 8 grandeurs dimensionne´es m, d, KN (ou
E), KT , ǫ˙, P , F0, D0 sur le comportement me´canique, celui des 5 parame`tres de controˆle sans
dimension κ, I, P ∗ (ou η),KT /KN , D0/d, auxquels il faut adjoindre les coefficients de frottement
et de restitution. Si l’influence des rapports KT /KN et D0/d se re´ve`le assez secondaire, les trois
nombres κ, I, et P ∗ jouent un roˆle central, ainsi que les coefficients de frottement, µ et µR/d,
comme il est montre´ dans les re´sultats rappele´s dans les § 3 et 4 ci-dessous. Si on s’inte´resse au
comportement me´canique macroscopique, on doit provile´gier l’e´tude des syste`mes homoge`nes
dans la limite ou` le nombre N de grains tend vers l’infini, et N peut eˆtre conside´re´ comme un
autre parame`tre a` faire varier. Comme la dure´e des calculs est proportionnel a` N et au nombre de
pas de temps en dynamique mole´culaire, le couˆt de la simulation d’un intervalle de de´formation
donne´ lorsque le taux ǫ˙ est impose´ sous un niveau de contrainte P varie comme
N
I
√
κ. D’ou`
l’importance pratique, si on s’inte´resse a` la limite quasi-statique, et a` la limite des grains rigides,
de savoir quelle valeur de I sera assez faible et quelle valeur de κ sera assez e´leve´e.
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3 De´formation de mate´riaux granulaires solides
3.1 Assemblage, confinement, compression
Les mate´riaux granulaires a` l’e´tat solide sont le plus souvent e´tudie´s sous un certain
niveau de confinement. Celui-ci varie typiquement de quelques kPa a` quelques MPa dans les
applications a` la me´canique des sols, ce qui correspond au poids d’une couche de sable dont
l’e´paisseur va de quelques centime`tres a` plusieurs centaines de me`tres. Pour des billes de verre,
en prenant E = 70 GPa et ν = 0.3 dans (2), κ, d’apre`s (10), de´croˆıt de 181000 pour P = 1 kPa
a` 1810 pour P = 1 MPa.
L’e´tat d’un mate´riau sous une pression de confinement P de´pend en ge´ne´ral a` la fois du
processus d’assemblage et de l’histoire de sa compression. Les me´thodes nume´riques d’assem-
blage, dans lesquelles un mate´riau solide est constitue´, soit par condensation d’un gaz granulaire,
soit par un algorithme ge´ome´trique, font l’objet des chapitres 7 et 8 du pre´sent ouvrage. Les
me´thodes me´caniques, dans lesquelles on simule effectivement la trajectoire des grains pendant
l’assemblage, font apparaˆıtre d’autres nombres sans dimension, et produisent des re´sultats qui
peuvent de´pendre des parame`tres qui auront par la suite peu d’influence (ou aucune influence)
sur le comportement quasi-statique. Ainsi la densite´ des e´chantillons obtenus par pluviation
controˆle´e [23] est sensible aux coefficients de restitution normal et tangentiel, et la connecti-
vite´ des structures laˆches obtenues par un processus d’agre´gation balistique isotrope de grains
cohe´sifs de´pend de la vitesse moyenne quadratique initiale des particules, qu’il faut comparer
a` la vitesse d’e´loignement minimal pour e´chapper a` l’attraction d’une particule voisine, qui est
d’ordre
√
D0F0/m [19]. L’assemblage par compression homoge`ne a` partir d’une configuration
laˆche et sans contact peut eˆtre obtenu nume´riquement, en particulier en recourant aux condi-
tions aux limites pe´riodiques de´crites au chapitre 6. S’il est assez graduel, c’est-a`-dire si la valeur
maximale de I reste assez faible (de l’ordre de 10−4), alors, avec des grains non cohe´sifs et un
niveau de raideur assez e´leve´ (κ > 5000) ce proce´de´ conduit a` des configurations d’e´quilibre sous
pression controˆle´e qui ne de´pendent que du coefficient de frottement µ (si µR = 0) [7].
La compression quasi-statique isotrope de mate´riaux non cohe´sifs (c’est-a`-dire la poursuite
du processus au-dela` de la formation d’un assemblage solide) entraˆıne une e´volution mode´re´e et
progressive [24] de la microstructure du syste`me. Il en est de meˆme pour tout trajet de char-
gement tel que le rapport des contraintes reste constant, comme la compression œdome´trique.
Dans un assemblage de billes identiques, si le nombre de coordination z est e´leve´, c’est-a`-dire
proche de 6, sous faible pression (κ → ∞), il varie d’environ 5% quand κ reste supe´rieur a`
2000 ; s’il est initialement faible, proche de 4 (le plus souvent, plus pre`s de 4,5 si on e´limine les
grains ¡¡ flottants ¿¿ [7], qui repre´sentent alors souvent plus de 10% du total), il augmente plus
vite, approchant 4,8 pour κ = 2000 (e´volution facilite´e par le recrutement d’une bonne moitie´
des ¡¡ flottants ¿¿ initiaux par la structure qui porte les forces). Pour κ de l’ordre de 1000, on
constate une augmentation conside´rablement plus rapide du nombre de coordination avec la
pression. On s’attend donc a` un comportement proche de la limite rigide pour κ > 2000 si z est
e´leve´, et pour des κ un peu plus grands si z est faible. C’est la cre´ation de nouveaux contacts
la` ou` il y a avait sous pression plus faible de petits interstices entre grains voisins qui augmente
la coordinence. On doit donc conclure que pour approcher de la limite des grains rigides il ne
suffit pas de satisfaire a` la condition κ ≪ 1 que la de´flexion e´lastique h des contacts soit faible
devant le diame`tre d des grains. Il faut en plus que ces de´flexions n’entraˆınent que de faibles mo-
difications de la distribution des interstices entre grains voisins. D’ou` la ne´cessite´ de satisfaire
une ine´galite´ plus exigeante, qui demande un niveau de raideur κ minimal, dans la pratique des
syste`mes simples conside´re´s dans ce chapitre, de l’ordre de quelques milliers.
La compression isotrope entraˆıne tre`s peu de de´formation irre´versible avec des grains
sans cohe´sion [24], en de´pit de certaines e´volutions internes (une coordinence z initialement
e´leve´e peut diminuer dans un cycle de compression). La situation est tout autre avec des grains
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Figure 1 – Aspect de la configuration pour P ∗ = 10−2, a` gauche et pour P ∗ = 13 (et κ ≃ 7500),
a` droite, d’un e´chantillon 2D de disques cohe´sifs [25].
cohe´sifs, car une augmentation de pression modifie le rapport η = 1/P ∗, de´fini en (12), entre la
cohe´sion, capable de stabiliser des structures laˆches, et la pression de confinement. L’application
d’un confinement modifie alors conside´rablement l’e´tat du syste`me, la compression sous charge-
ment isotrope (ou sur un trajet de chargement tel que le rapport des contraintes reste constant)
conduit a` une de´formation plastique tre`s importante et de´finit la courbe de consolidation (fi-
gure 2). Cette e´volution de 1/Φ (ou de l’indice des vides) avec le logarithme de la pression est
un re´sultat classique pour les poudres et les sols cohe´sifs [26], et on la mesure en laboratoire
dans la limite quasi-statique. A` faible P ∗, l’approche de cette limite, lors de la compression,
est a` e´valuer avec le parame`tre Ia de (13) [25]. La courbe de consolidation est sensible a` la
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Figure 2 – Courbe de consolidation en compression isotrope et effet de la de´compression dans
un syste`me mode`le cohe´sif 2D, (a est ici le diame`tre maximal d’une distribution uniforme, le
minimum e´tant a/2) : variations de 1/Φ (ou de l’indice des vides −1+1/Φ) en fonction de lnP ∗ :
une faible valeur de µR/a suffit a` en modifier la pente dans le re´gime line´aire. Noter la faiblesse
de la de´formation a` la de´charge (partie infe´rieure du graphe). Re´sultats tire´s de [25].
re´sistance au roulement, meˆme tre`s faible, µR/d = 10
−2. La re´sistance au roulement joue un
roˆle microme´canique important dans les structures cohe´sives laˆches [19, 25], car elle permet la
transmission d’efforts par des chaˆınes de grains, alors dote´es d’un raideur en flexion.
3.2 Mate´riaux non cohe´sifs, de´formation quasi-statique
Nous prenons l’exemple de la simulation du comportement d’un assemblage de billes iden-
tiques non cohe´sives dans une compression triaxiale de re´volution, essai classique en me´canique
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des sols [26], souvent simule´ par e´le´ments discrets avec des mate´riaux mode`les [27, 28]. Le taux
de de´formation axiale ǫ˙a est alors impose´, et P , dans la de´finition de I et de κ, de´signe la pres-
sion isotrope initiale, a` laquelle restent e´gales les deux contraintes principales σ2 et σ3, tandis
que σ1 = P + q augmente avec ǫ1 = ǫa. Il s’agit normalement d’une sollicitation quasi-statique.
Alors que le nombre d’inertie dans un essai triaxial de laboratoire sur un sable prend souvent
des valeurs de l’ordre de 10−9, les simulations les plus soigneuses ne descendent gue`re en dessous
de I = 10−5. Pour que l’essai nume´rique soit aussi lent que l’essai de laboratoire il faudrait
donc de l’ordre d’une anne´e de calcul au lieu d’une heure. Les effets dynamiques peuvent donc
se manifester bien davantage dans le calcul nume´rique, et il faut s’assurer qu’ils n’influent pas
trop sur les comportements me´caniques et les me´canismes rhe´ophysiques observe´s. La figure 3
Figure 3 – De´viateur des contraintes q, normalise´ par P (axe de gauche) et de´formation
volumique ǫv (axe de droite) fonctions de la de´formation axiale dans la compression triaxiale
d’assemblages de billes (Hertz-Mindlin, µ = 0,3, µR = 0, κ = 8400). On compare : (a) pour le
meˆme e´tat de de´part, diffe´rentes valeurs de I (E´q. 11) et ζ (cf. §2.2.3) ; (b) deux e´tats initiaux,
A et C, de meˆme densite´, mais de nombre de coordination diffe´rent.
repre´sente la re´ponse au test triaxial, exprime´e selon l’usage avec le de´viateur des contraintes q
et la de´formation volumique ǫv fonctions de la de´formation axiale ǫa, d’e´chantillons nume´riques
de N=4000 billes, entre l’e´tat isotrope de de´part et le maximum de de´viateur.
La figure 3a montre que, pour le cas conside´re´, celui d’un syste`me dense, un nombre
d’inertie infe´rieur a` 10−3 peut suffire a` approcher la limite quasi-statique de la courbe contrainte-
de´formation. Les courbes macroscopiques apparaissent alors inde´pendantes du niveau de dissi-
pation visqueuse (on peut meˆme prendre ζ = 0) et du nombre d’inertie I. Toutefois, au niveau
des grains, il subsiste des e´carts a` l’e´quilibre, qui de´pendent de ζ et tendent a` se re´duire si I
de´croˆıt. Il en re´sulte un certain fluage lorsqu’on arreˆte d’imposer la valeur de ǫ˙a pour maintenir
q constant. Le syste`me se stabilise alors finalement dans un e´tat d’e´quilibre (avec les crite`res
discute´s au chapitre 1), apre`s que ǫa et ǫv ont subi, typiquement une augmentation d’ordre 10
−3
ou 10−4 dans le cas conside´re´ ici. Ces de´formations diffe´re´es de´pendent de divers parame`tres dy-
namiques (ζ, I, pilotage des conditions aux limites...) mais diminuent progressivement a` mesure
que I de´croˆıt.
La figure 3b illustre l’importance de la ge´ome´trie de la configuration initiale pour le
comportement me´canique (comme annonce´ au § 2.1). Au-dela` de la seule compacite´, tre`s proche
pour A et C de la valeur maximale Φ∗ ≃ 0, 64 pour les assemblages de´sordonne´es de billes, on
voit que le nombre de coordination initial z de´termine la forme de la courbe de de´viateur, qui
est beaucoup plus raide pour A (z ≃ 6) que pour C (z ≃ 4). De plus, ces deux assemblages qui
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diffe`rent par leur coordinence initiale ne pre´sentent pas du tout la meˆme sensibilite´ au niveau
de raideur κ. Le comportement du mate´riau C, aux e´chelles de de´formation conside´re´es, est
inde´pendant de κ (si on l’exprime avec des grandeurs sans dimension comme q/P , ǫv), comme le
montre la figure 4. Les courbes relatives a` diffe´rentes valeurs de κ pour le mate´riau A diffe`rent
nettement (figure 5a), mais tendent a` se superposer dans un intervalle de de´viateur assez e´tendu
(figure 5b) si on adopte l’e´chelle κ−1 pour les de´formations, en repre´sentant q/P et κǫv comme
fonctions de κǫa.
Figure 4 – Effet de κ sur les courbes q(ǫa) et ǫv(ǫa) pour le syste`me C de la figure 3 (meˆme
repre´sentation). Les e´tats initiaux mode´lisent ici des billes de verre sous confinement croissant,
P = 10, 32, 100, 320 et 1000 kPa, soit κ de´croissant de 39000 a` 1800.
Figure 5 – (a) : analogue de la figure 4 pour l’assemblage A (meˆmes valeurs de P ). Les fle`ches
classent les 5 courbes q(ǫa)/P et ǫv(ǫa) selon κ croissant (ou P de´croissante). (b) : les meˆmes
re´sultats avec les de´formations a` l’e´chelle (P/P0)
2/3 ∝ κ−1 (P0 = 100 kPa).
L’explication de ces diffe´rents comportements est donne´e au chapitre 1, ou` sont distingue´s
deux types de de´formations, celles qui proviennent de la de´formation des contacts (type I), et
celles qui re´sultent de re´arrangements du re´seau, suite a` des instabilite´s microscopiques (type II).
Les syste`mes bien coordonne´s, comme ici l’assemblage A, posse`dent un re´seau de contact initial
capable de re´sister a` l’application d’un important de´viateur, et donc pre´sentent une re´ponse de
type I, qui, bien que non e´lastique [29, 30] en raison de la mobilisation du frottement inter-
granulaire, est telle que la de´formation soit inversement proportionnelle au niveau de raideur.
La rupture de la structure des contacts survient a` l’approche du maximum de de´viateur, et
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on observe alors des de´formations de type II. Lorsque, comme dans le cas de l’assemblage C,
le re´seau des contacts est mal coordonne´ et ce`de facilement, la de´formation de type II domine
pour des de´viateurs beaucoup plus faibles, et c’est la ge´ome´trie du paquet de grains en contact
qui re´git l’amplitude des de´formations, devenues insensibles a` la raideur κ. L’amplitude des
de´formations est alors lie´e aux e´paisseurs des interstices entre grains voisins, dont la fermeture
cre´e de nouveaux contacts et stabilise une nouvelle configuration du re´seau apre`s que l’incre´ment
de contrainte (ou de de´formation) impose´ a conduit a` l’instabilite´ et a` la rupture de la pre´ce´dente.
En posant que les de´formations d’un re´seau stable (type I), sont inversement proportionnelles au
niveau de raideur, nous admettons que sa ge´ome´trie n’y est pas sensible, ce qui est la de´finition
de la limite des grains rigides. On voit donc que la limite des grains rigides correspond a` la
se´paration d’e´chelle entre les de´formations de type I (a` l’e´chelle κ−1) et les de´formations de type
II (dont l’e´chelle est fixe´e par les interstices).
Le domaine e´lastique, accessible a` l’expe´rience, est strictement inclus au re´gime de de´formation
de type I, plus e´tendu. Les de´formations de type I, bien que d’ordre κ−1, restent donc mesu-
rables [30], et on doit prendre la bonne valeur de κ pour les mode´liser correctement en simulation.
C’est dans ce re´gime que la de´formation peut aussi de´pendre de KT /KN (ou du coefficient de
Poisson ν du mate´riau constituant les grains). Cependant, les re´sultats de [31] sur les assemblages
de disques (avec un intervalle de de´viateur important en re´gime I) montrent que le comporte-
ment me´canique est a` peu pre`s insensible a` ce parame`tre s’il de´passe 1/2. Une curiosite´ : le choix
(plutoˆt injustifie´ pour des grains solides ordinaires) de KT > KN peut donner des mate´riaux a`
coefficient de Poisson ne´gatif [32]. Quant aux raffinements des lois (2)-(3) propose´s dans [5], on
a pu ve´rifier [30] qu’ils n’influent que tre`s peu sur les proprie´te´s e´lastiques des assemblages de
sphe`res.
Quand on pre´pare un e´chantillon nume´rique dense en supprimant le frottement dans la
phase d’assemblage (chapitre 8), on obtient une configuration de coordinence e´leve´e, analogue
a` l’e´tat A pris en exemple ici (figure 5). Dans les re´sultats expe´rimentaux sur les sables, la
croissance de q avec ǫa est tre`s souvent beaucoup plus lente que celle que l’on obtient alors dans
la simulation. Il est alors tentant d’attribuer aux raideurs choisies pour les calculs une valeur
trop faible (par exemple κ = 100). Ce faisant, on de´cale effectivement le maximum de de´viateur
vers des de´formations plus grandes (figure 5a), mais on commet l’erreur d’adopter un mode`le
physiquement non pertinent pour les de´formations. A` cet e´gard il est pre´fe´rable de choisir l’e´tat
initial note´ C dans les exemples pre´ce´dents (figure 3b).
Les re´sultats rappele´s ici (figure 3b) indiquent aussi que le rapport qmax/P du maximum
de de´viateur (le ¡¡ pic ¿¿) a` la contrainte late´rale ne de´pend pas de κ (ici ≥ 1800) et est
essentiellement sensible, pour un mate´riau donne´, a` la compacite´ initiale Φ de l’e´chantillon
(avec ici ΦC ≃ ΦA = Φ∗), conforme´ment aux re´sultats de la me´canique des sols [26]. L’angle de
frottement interne ϕ est fonction croissante du coefficient de frottement intergranulaire, comme
l’indique la table 1, qui fournit e´galement les valeurs de la dilatance D lorsque q = qmax. Les
donne´es de la table 1 sont donc de´finies par :
qmax
P
=
2 sinϕ
1− sinϕ ; D = −
(
dǫv
dǫa
)
q=qmax
. (14)
Ces re´sultats sont relatifs a` la compacite´ maximale Φ∗ des configurations de´sordonne´es de
sphe`res d’une seule taille. Il est traditionnel de relier ϕ a` ϕc et a` D, le frottement intergranulaire
et la dilatance apparaissant comme les origines du frottement interne [33] (voir aussi [34]).
Cependant, il faut noter (table 1) que les assemblages de grains non frottants sont dote´s de
frottement interne mais de´pourvus de dilatance [35]. C’est la microstructure des assemblages
granulaires, qui, en de´veloppant, sous l’effet de la de´formation, une certaine anisotropie [36],
permet au mate´riau de supporter des contraintes de´viatoires croissantes [37, 38, 39, 40]. Il s’agit
en ge´ne´ral d’un phe´nome`ne de re´arrangement ge´ome´trique, associe´ a` des de´formations de type
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µ 0 0.3 0.5 1
ϕc (
◦) 0 16.7 26.6 45
ϕ (◦) 5.5± 0.5 24± 1 26± 1 28± 1
D 0± 0.01 0.52± 0.01 0.60± 0.01 0.71± 0.01
Table 1 – Angle de frottement interne ϕ et dilatance D pour q = qmax, fonctions de µ = tgϕc,
pour des assemblages de sphe`res monodisperses (µR = 0). Valeurs issues de simulations de
compressions triaxiales a` partir d’e´tats initiaux isotropes, avec Φ ≃ Φ∗ [23].
II. On a pu noter que l’introduction d’un faible frottement de roulement pouvait sensiblement
augmenter le niveau de de´viateur maximal [41, 34]. Avec des particules ellipso¨ıdales plutoˆt que
sphe´riques, le frottement interne augmente aussi tre`s notablement [42].
3.3 L’e´tat critique
Les simulations confirment [27, 38, 43] la the´orie de l’e´tat critique [26] : pour de grandes
de´formations, l’e´tat interne du mate´riau s’approche d’un certain attracteur, acquiert une cer-
taine structure d’e´coulement, inde´pendamment de l’e´tat initial. Une fois cet e´tat critique at-
teint, la de´formation plastique peut augmenter inde´finiment, de fac¸on monotone, a` de´viateur
de contraintes et densite´ constants. L’e´tat critique correspond a` la limite quasi-statique des
e´coulements granulaires, objets du § 4. Lorsque la de´formation se localise dans une ou plusieurs
bandes de cisaillement, le mate´riau se trouve dans l’e´tat critique a` l’inte´rieur de ces bandes [44].
Relativement bien documente´ en simulation en raison de son inde´pendance vis-a`-vis des ques-
Figure 6 – Frottement interne a` l’e´tat critique, µ∗c (a), et rapport Φc/Φ
∗ de la compacite´ critique
a` la compacite´ maximale des assemblages ale´atoires (b) (Φ∗ ≃ 0, 639 en 3D, et Φ∗ ≃ 0, 85 en 2D).
Les re´sultats proviennent de diffe´rentes e´tudes nume´rique publie´es, certaines pour des grains
d’une seule taille, d’autres introduisant une certaine polydispersite´ (diame`tres uniforme´ment
distribue´s entre (1 − x)d et (1 + x)d , pour des syste`mes 2D (symboles pleins) : [22] (carre´s,
x = 0, 11) ; [34] (triangles, x = 0, 6) ; et en 3D (symboles ouverts) : [3] et [35] (cercles, x = 0) ;
[27] (triangle, x ≃ 0, 6) ; [44] (carre´s, x = 0) ; [45] (e´toiles, x = 0).
tions de´licates d’assemblage et de conditions initiales, l’e´tat critique est indiffe´remment e´tudie´
par des me´thodes nume´riques qui prennent ou non en compte la de´formabilite´ des grains, et
est insensible au niveau de raideur κ s’il est assez e´leve´ (supe´rieur a` quelques milliers). Il est
caracte´rise´ par le frottement interne et la densite´ critiques, qui ne de´pendent alors que de fac-
teurs ge´ome´triques et du coefficient de frottement µ (si µR = 0). La figure 6 donne le frottement
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interne et la densite´ a` l’e´tat critique 1 en fonction de µ pour des syste`mes de disques (2D) ou de
sphe`res sans re´sistance au roulement.
L’e´tat critique est tre`s sensible au frottement de roulement [22]. La re´fe´rence [46] en donne
une e´tude pour un mate´riau (2D) de grande polydispersite´. Il y est montre´ en particulier que
l’angle de frottement interne ne de´pend pas sensiblement de la granulome´trie.
4 E´coulements
On vient de voir que l’e´tat critique des assemblages granulaires non cohe´sifs, dans lequel le
mate´riau se de´forme continuellement, dans la limite quasi-statique, en maintenant une structure
interne constante, de´pend exclusivement, parmi les diffe´rents parame`tres de controˆle introduits
au § 3.3, du coefficient de frottement (pour des κ assez grands). Nous nous proposons maintenant
d’e´tudier les e´coulements stationnaires uniformes [47], dans lesquels l’e´tat du syste`me a ceci de
commun avec l’e´tat critique qu’il est maintenu constant, inde´pendant de l’e´tat initial, et ceci de
diffe´rent que l’on n’est plus dans la limite des faibles nombres d’inertie.
La loi de comportement va alors s’exprimer a` travers les de´pendances des variables ca-
racte´risant l’e´tat stationnaire du syste`me en fonction des parame`tres de controˆle sans dimension
pre´ce´demment introduits. On commence par le cas de mate´riaux granulaires non cohe´sifs dans la
ge´ome´trie la plus simple, celle du cisaillement plan sans gravite´ ou` la distribution des contraintes
est homoge`ne [48, 49, 18, 50]. On discute alors les influences respectives de l’e´tat de cisaillement
(a` savoir le nombre inertiel I) et des caracte´ristiques me´caniques des contacts (a` l’exclusion
toutefois du frottement de roulement) sur la loi de comportement. On aborde ensuite l’influence
du gradient de contraintes [51], et enfin l’influence de la cohe´sion [18, 50], a` travers le nombre η.
4.1 Cisaillement homoge`ne
Dans cette configuration ge´ne´rique, le syste`me occupe une cellule de longueur L et de
hauteur H, avec des conditions aux limites pe´riodiques dans la direction du cisaillement (voir
chapitre 6). On impose la pression late´rale P 2, plutoˆt que la compacite´ 3, de sorte que la hauteur
H n’est pas absolument fixe´e. On cherche par ailleurs a` imposer le taux de cisaillement ǫ˙. Deux
types de condition aux limites ont e´te´ teste´s dans la direction perpendiculaire au cisaillement
(voir chapitre 6). La premie`re me´thode consiste a` placer le mate´riau entre deux parois rugueuses
et paralle`les. Pour imposer le cisaillement, une des parois est fixe et l’autre se de´place a` la
vitesse V . La seconde me´thode, dite de Lees-Edwards (on parle aussi de conditions aux limites
bipe´riodiques) [54], consiste a` re´pe´ter pe´riodiquement la cellule dans la direction y orthogonale
a` l’e´coulement. Pour imposer le cisaillement, les cellules infe´rieure et supe´rieure sont anime´es
d’une vitesse ±V 4. Le controˆle de la pression P est assure´ en permettant la dilatation de la
cellule selon y au cours du temps.
On e´voque dans la suite les re´sultats obtenus pour des syste`mes bidimensionnels (les
contraintes sont alors homoge`nes a` une force par unite´ de longueur), simule´s par la me´thode
de dynamique mole´culaire [48, 49, 18, 50]. On en tire des enseignements ge´ne´raux, ve´rifie´s dans
1. Les donne´es de la figure 6 correspondent a` l’e´tat critique en cisaillement simple pour les syste`mes 2D et
les syste`mes 3D de [45], [35] et [44]. Celles de [27] et de [3] ont e´te´ obtenues en compression triaxiale. L’angle de
frottement interne peut eˆtre diffe´rent dans ces deux e´tats – c’est la cas en particulier pour la valeur en µ = 0 [40].
2. On constate, comme dans d’autres ge´ome´tries, que les contraintes normales sont approximativement
e´gales.
3. Ceci est approprie´ pour discuter de situations re´elles puisque les conditions expe´rimentales imposent
habituellement le niveau de contrainte plutoˆt que la compacite´. On a montre´ que les simulations a` pression
controˆle´e sont en tre`s bon accord avec celles a` compacite´ controˆle´e [52, 53].
4. La vitesse V de la paroi ou des cellules images s’adapte aux fluctuations de hauteur pour maintenir un
taux de cisaillement constant.
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d’autres simulations (assemblages de sphe`res [35], me´thode de dynamique des contacts [55]).
Sauf mention contraire, le mate´riau granulaire est une collection dense de N disques dissipatifs
de diame`tre moyen d et masse moyenne m. Une petite polydispersite´ de ±20% est introduite
pour empeˆcher la cristallisation.
Comme on souhaite e´tudier la rhe´ologie intrinse`que du mate´riau et non les effets de paroi,
les parois sont syste´matiquement assez rugueuses afin d’e´viter une localisation du cisaillement a`
leur voisinage. Elles sont constitue´es de grains jointifs de meˆmes caracte´ristiques que les grains
cisaille´s, assemble´s pour former un seul solide.
Les proprie´te´s me´caniques des contacts sont de´crites par les trois parame`tres me´caniques
inde´pendants introduits au § 2.2 : le coefficient de frottement µ, le coefficient de restitution dans
les collisions binaires e et la raideur KN (KT est du meˆme ordre de grandeur que KN [1], et
comme il a une tre`s petite influence sur les re´sultats [56, 57], il a e´te´ fixe´ a` KN/2 dans tous les
calculs). Sauf mention contraire, les re´sultats rapporte´s ici correspondent a` µ = 0, 4, e = 0, 1 et
κ = 104. Ceci constitue le mate´riau de re´fe´rence pour la suite de la discussion. La longueur L
est choisie supe´rieure ou e´gale a` 40 grains pour ne pas avoir d’effet de taille [58]. L’e´paisseur H
varie entre 20 et 100 grains, de sorte que N varie entre 1000 et 5000.
Le syste`me e´volue vers un e´tat de cisaillement stationnaire et uniforme, inde´pendant du
mode de pre´paration (e´tat laˆche par de´poˆt ale´atoire, ou dense par compaction cyclique sans
frottement), caracte´rise´ par des profils stationnaires de compacite´, vitesse et contrainte. On
conside`re que les distributions statistiques des quantite´s d’inte´reˆt (structure, vitesses, forces. . .)
sont inde´pendantes de la direction du cisaillement et du temps, de sorte que l’on moyenne a` la
fois dans l’espace (selon la direction du cisaillement) et dans le temps sur une dure´e ∆t ≥ 10/γ˙.
4.2 Loi de comportement
4.2.1 Influence du nombre inertiel
Figure 7 – E´volution du re´seau de contact en cisaillement plan homoge`ne (taux de cisaillement
et pression impose´s) en fonction du nombre inertiel I : les traits repre´sentent les forces normales
entre particules (d’apre`s [59]).
L’analyse dimensionnelle a montre´ que l’e´tat de cisaillement est caracte´rise´ par le nombre
inertiel I, grandeur fondamentale pour de´crire le comportement rhe´ologique des mate´riaux gra-
nulaires cisaille´s. Une petite valeur de I correspond a` l’e´tat critique de´crit au § 3.3. Inversement,
une grande valeur de I correspond au re´gime collisionel, ou` les grains interagissent par des col-
lisions binaires que l’on peut conside´rer comme instantane´es et non corre´le´es [60]. Entre ces
deux re´gimes existe un re´gime de cisaillement dense pour lequel l’inertie des grains n’est pas
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ne´gligeable. Le mate´riau est au-dessus de son seuil d’e´coulement, dans un e´tat liquide plutoˆt que
gazeux. Les mouvements de grains sont fortement corre´le´s, et l’hypothe`se de chaos mole´culaire
propre aux gaz dilue´s est alors en de´faut. Il existe un re´seau de contact percolant, extreˆmement
fluctuant a` la fois dans l’espace et dans le temps. Plus le nombre inertiel augmente, moins les
chaˆınes de force sont longues et nombreuses (figure 7). Dans les e´tats de cisaillement stationnaire
et uniforme, a` pression et taux de cisaillement impose´, la compacite´ et la contrainte de cisaille-
ment s’ajustent en re´ponse au nombre inertiel impose´, a` travers une loi de dilatance et une loi
de frottement qui de´crivent les variations approximativement line´aires des deux grandeurs sans
dimension, la compacite´ Φ et le frottement effectif µ∗ = S/P , en fonction du nombre inertiel I
(Fig. 8) :
Φ(I) ≈ Φmax − aI,
µ∗(I) ≈ µ∗min + bI.
(15)
Les parame`tres Φmax, µ
∗
min, a et b de´pendent des caracte´ristiques du mate´riau granulaire. Pour
le mate´riau de re´fe´rence, Φmax ≃ 0, 82, µ∗min ≃ 0, 26, a ≃ 0, 37 et b ≃ 1, 1. Dans le re´gime
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Figure 8 – (a) Loi de dilatance, (b) loi de frottement (µ = 0, 4 - e variable) - d’apre`s [49].
quasi-statique (I ≤ 10−2), le frottement effectif minimal µ∗min et la compacite´ maximale Φmax
s’identifient au frottement interne tgφ et a` la compacite´ Φc dans l’e´tat critique [38, 35]. Lorsque
I augmente, le milieu se dilate le´ge`rement, la proportion de collisions augmente par rapport aux
contacts maintenus jusqu’a` un re´gime purement collisionnel (I ≥ 0, 2) dans lequel la dilatance
devient plus importante et le frottement effectif semble saturer. Ainsi, a` taux de cisaillement
impose´, l’utilisation du nombre I permet de traiter les comportements liquides et solides et le
passage entre les deux, sans singularite´.
Avec ces deux lois on peut re´e´crire la loi de comportement du mate´riau dans le re´gime in-
terme´diaire sous forme viscoplastique, avec un seuil d’e´coulement de Coulomb et des contraintes
visqueuses, dont l’origine microscopique se situe dans l’organisation du re´seau de contacts. Une
formulation tensorielle de ces lois e´te´ propose´e et applique´e au cas d’e´coulements vraiment tri-
dimensionnels, pour lesquels la comparaison avec les re´sultats expe´rimentaux s’est ave´re´e tre`s
satisfaisante [61].
4.2.2 Autre choix des parame`tres de controˆle
Certains auteurs [57] ont choisi de controˆler la compacite´ Φ plutoˆt que la pression, et en
conse´quence, plutoˆt que I et κ, ils ont utilise´ le couple de nombres sans dimension Φ et α =
γ˙/
√
KN/m = I/
√
κ, comme variables caracte´risant l’e´tat du mate´riau granulaire en cisaillement
stationnaire uniforme. α peut eˆtre vu comme le rapport des temps de collision et de cisaillement,
ou des vitesses de cisaillement et du son (nombre de Mach [57]). Les deux choix sont parfaitement
le´gitimes, puisque l’analyse dimensionnelle pre´dit soit µ∗ = f1(I, κ) et Φ = f2(I, κ), soit µ
∗ =
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f3(Φ, α) et κ = f4(Φ, α), les deux re´sultats e´tant e´galement valables. Le choix de I et de κ peut
cependant sembler plus pratique pour plusieurs raisons. D’abord, les variations des re´sultats
avec Φ, conside´re´ comme parame`tre de controˆle, sont extreˆmement rapides. Chaque mate´riau
posse`de une compacite´ critique Φc, au-dessus de laquelle il ne s’e´coule plus, sauf si les contraintes
sont si grandes que la compression e´lastique des contacts compense la diffe´rence Φ − Φc. Par
contre, en-dessous de Φc, un milieu granulaire continuellement cisaille´ est libre de s’e´couler avec
une contrainte de cisaillement ne´gligeable, sauf si la vitesse est assez grande pour conduire a`
une pression significative. On doit donc piloter Φ avec une grande pre´cision pour observer des
niveaux de contrainte usuels. Ceci rend les comparaisons entre diffe´rent syste`mes granulaires
difficiles, puisqu’il faudrait connaˆıtre a` l’avance la valeur de la compacite´ critique pour chacun
d’entre eux. De plus, la limite des grains rigides devient singulie`re, puisque toutes les valeurs
de Φ au-dessus de Φc sont strictement interdites pour γ˙ 6= 0, alors que toutes les proprie´te´s des
cisaillements avec Φ ≤ Φc sont proportionelles a` une puissance de γ˙ dans cette limite [55]. Ainsi,
aucun changement de re´gime n’est attendu par un changement de γ˙, ce qui semble contredire
l’intuition sauf si l’on rappelle que la limite des grains rigides, lorsque l’on augmente le taux
de cisaillement, finit par reque´rir des raideurs de contact de´raisonnablement e´leve´es, du fait de
la tre`s grande valeur de la pression. A l’inverse, si l’on utilise I et κ comme parame`tres de
controˆle, aucune singularite´ n’intervient dans les re´sultats dans les limites I → 0 ou κ → ∞,
et des mate´riaux diffe´rents devraient manifester des comportements similaires (a` de´faut d’eˆtre
quantitativement identiques) pour les meˆmes valeurs de ces parame`tres (ce qui de´finit ainsi
approximativement des e´tats correspondants).
4.2.3 Influence de l’e´lasticite´ des contacts
En le faisant varier entre 40 et 2, 5 · 105, on observe que κ n’a pas d’influence sur la
loi de comportement de`s qu’il de´passe 104 (ou meˆme 103), ce qui est conforme a` l’observation
dans l’e´tat critique. Pour les petites valeurs (40), on observe une localisation pre`s de la paroi en
mouvement dans les grands syste`mes [48], que l’on interpre`te comme un effet de la de´croissance
de la longueur de corre´lation du champ de de´formation quand les grains deviennent mous. On
remarque que κ = 104 correspond a` τi/τc = 10
2. Puisque I = τi/τs est plus petit qu’environ 0, 1
dans le re´gime dense, τs est au moins 1000 fois plus grand que τc dans la limite des grains rigides.
En conse´quence, on peut bien parler de limite des grains rigides dans le re´gime dense. De fait,
les re´sultats obtenus par dynamique mole´culaire sont en parfait accord avec ceux obtenus par la
me´thode de dynamique des contacts, correspondant a` des contacts parfaitement rigides [53].
La prise en compte de l’e´lasticite´ des grains conduit a` tracer un diagramme des re´gimes
en fonction de I/
√
κ et Φ [57], mettant en e´vidence un re´gime quasi-statique avec des effets
de l’e´lasticite´, un re´gime purement inertiel sans effet de l’e´lasticite´, et un re´gime interme´diaire
e´lastique-inertiel, qui ne s’ave`re accessible que pour des grains tre`s de´formables (κ < 100).
4.2.4 Influence du coefficient de frottement
On a fait varier le coefficient de frottement µ entre 0 et 0, 8. On retrouve la meˆme
forme qualitative des lois de dilatance et de frottement, avec des valeurs extreˆmes Φmax et
µ∗min de´pendant sensiblement de µ, conforme´ment aux variations des deux parame`tres tgφ et
Φc de la loi de comportement dans l’e´tat critique, montre´es au § 3.3. La compacite´ reste une
fonction line´aire de´croissante de I, avec a ≃ 0, 35, et le frottement effectif reste une fonction
line´aire croissante de I, avec b ≃ 1 [48]. L’approximation line´aire est cependant en de´faut pour
I ≤ 0, 01 dans le cas des grains non frottants (voir figure 9). La limite quasi-statique, dans de
tels mate´riaux, est approche´e pour des valeurs beaucoup plus faibles de I que dans le cas de
grains frottants, et µ∗min est lui-meˆme beaucoup plus petit [35].
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Figure 9 – (a) Loi de dilatance, (b) loi de frottement (µ = 0 - e = 0, 1 (◦) - e = 0, 9 (carre´s
noirs) - d’apre`s [49].
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4.2.5 Influence du coefficient de restitution
On a fait varier e entre 0, 1 et 0, 9 [48]. Dans le cas de grains frottants, le coefficient de
restitution e n’a pas d’influence sur la loi de comportement (figure 8). Dans le cas de grains
non frottants, le coefficient de restitution e n’a pas d’influence sur la loi de comportement pour
I < 0, 1 (figure 9). Au-dela`, le comportement de´pend de e : lorsque e → 1, la chute de la
compacite´ est moins marque´e et le frottement effectif sature (voir aussi [57]).
4.2.6 Limite collisionnelle
La situation I > 0, 1, µ = 0, e = 0, 9 et η = 0 correspond a` la limite dense de la
the´orie cine´tique, c’est a` dire des collisions binaires quasi-e´lastiques (la dure´e moyenne des
contacts devient e´gale au temps de collision [52]). Dans cette limite dense, on de´duit de la
the´orie cine´tique [62] la valeur du frottement effectif, inde´pendant de I mais de´pendant de e :
µ∗(e) =
1
2
(
π + 8
2π
) 1
2 √
1− e2. (16)
Pour e = 0, 9, on trouve µ∗ = 0, 29 ce qui est en assez bon accord avec la valeur mesure´e. Cette
e´volution vers le re´gime collisionnel explique ainsi la saturation du frottement effectif pour
I > 0, 1 lorsque e = 0, 9 (figure 9b). Ainsi, comme dans l’e´tat critique, la loi de comportement
des e´coulements denses ne de´pend que de I et de µ dans la limite des contacts rigides (κ assez
grand). Il faut atteindre le re´gime collisionnel pour que e joue aussi un roˆle.
4.3 Influence du gradient de contrainte
Il est indispensable de tester si la loi de comportement identifie´e en cisaillement ho-
moge`ne est valable dans d’autres ge´ome´tries de cisaillement ou` la distribution des contraintes
est he´te´roge`ne. On a ainsi conside´re´ le cisaillement stationnaire et uniforme dans la direction du
cisaillement, dans des ge´ome´tries simples ou` l’on connaˆıt la distribution des contraintes.
Sur plan incline´, une e´paisseur H de mate´riau s’e´coule sur un socle rugueux, incline´
de θ [58, 48]. Dans ce cas, le coefficient de frottement effectif est constant dans la couche en
e´coulement, e´gal a` tgθ, de sorte que la compacite´ et la nombre inertiel sont constants dans toute
la couche (sauf pre`s du socle rugueux et de la surface libre). Au coeur du mate´riau, on retrouve
la loi de comportement mesure´e en cisaillement homoge`ne. Le taux de cisaillement de´pend du
coefficient de frottement [63, 56]. Il est peu sensible au coefficient de restitution, si ce dernier
reste infe´rieur a` 0,7 [63, 64, 56]. Cette inde´pendance s’observe aussi vis a` vis du coefficient de
restitution normal au socle sur toute la gamme des coefficients de restitution [65, 63].
En cisaillement annulaire [51], le mate´riau est confine´ entre deux cylindres rugueux,
inte´rieur de rayon Ri et exte´rieur de rayon Re assez grand (≥ 2Ri) pour que la paroi exte´rieure
n’ait pas d’influence. Le cylindre inte´rieur tourne a` une vitesse de rotation Ω. Le cylindre
exte´rieur exerce une pression radiale P . L’e´tat de cisaillement est de´crit par Ri et, a` travers les
valeurs impose´es de P et de Ω, par la vitesse tangentielle adimensionne´e de la paroi Vθ =
ΩRi
d
√
m
P ,
qui ge´ne´ralise, a` l’e´chelle du syste`me global, la notion de nombre inertiel introduite en cisaille-
ment homoge`ne. Une petite valeur de Vθ correspond au re´gime quasi-statique, tandis qu’une
valeur e´leve´e correspond au re´gime collisionnel. On utilise des conditions aux limites pe´riodiques
en se restreignant a` un secteur angulaire Θ tel que L = RiΘ soit supe´rieur a` une quarantaine de
grains. Par ailleurs, les caracte´ristiques du syste`me simule´ sont identiques a` celles du syste`me
en cisaillement homoge`ne. Toutefois, si la pression radiale s’ave`re approximativement constante,
la contrainte de cisaillement de´croˆıt comme l’inverse de la distance radiale r au carre´. Ceci,
combine´ a` des effets d’interfaces spe´cifiques [66], conduit a` une localisation du cisaillement pre`s
du cylindre inte´rieur. La mesure des relations entre les grandeurs locales Φ(r), µ∗(r) et I(r)
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montr que le comportement rhe´ologique ne de´pend pas de la distribution des contraintes dans
le re´gime inertiel. En revanche, lorsque µ∗ devient infe´rieur a` µ∗min, les lois de dilatance et de
frottement (15) ne sont plus valables. On observe un re´gime de fluage dont la compre´hension
reste un sujet d’e´tude. Alors qu’en cisaillement homoge`ne, µ∗min est la valeur maximale de µ
∗
supporte´e par le mate´riau granulaire avant qu’il ne commence a` s’e´couler quasi-statiquement, il
est capable de s’e´couler sous ce seuil, lorsque la distribution de contrainte est he´te´roge`ne.
4.4 Influence de la cohe´sion
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Figure 10 – Influence de I et η sur la microstructure (d’apre`s [50]).
Les re´sultats, issus de [18, 50], que nous rappelons ici font suite au travail entame´ par
plusieurs e´quipes [67, 68, 69, 70, 71, 72, 73, 74], et visent a` pre´ciser quantitativement les lois
rhe´ologiques en pre´sence de cohe´sion. En dehors de l’introduction du nombre de cohe´sion η, les
caracte´ristiques du syste`me simule´ sont les meˆmes que celles de´crites au § 4.1. On conside`re un
mode`le simple de force normale de cohe´sion [75, 69] qui prend en compte la force attractive
maximale F0 : F
a(h) = −√4KNF0h (et D0 = 0). En fait, la forme pre´cise de la force attractive
F a(h) semble ne pas avoir d’influence sur le comportement rhe´ologique, seul compte F0[76, 18].
La composante attractive de la force normale tend a` rapprocher les grains et la de´formation
moyenne h∗ de´pend de l’intensite´ de la cohe´sion h∗(η) = 1κH(η) avec H(η) = 1+2η+2
√
η + η2,
d’ordre 1 aux faibles η et d’ordre 4η aux forts η. Le parame`tre κ a e´te´ fixe´ a` 105, de sorte que l’on
reste dans la limite des contacts rigides au moins pour les faibles cohe´sion : h∗(η) ≤ 10−4 pour
η ≤ 2, 5. L’influence de la de´formation des grains, pour les valeurs plus e´leve´es de η, est discute´e
dans [73]. Lorsque l’intensite´ de la cohe´sion n’est pas trop forte (η < 100), le mate´riau est
cisaille´ de manie`re homoge`ne (figure 10). Les lois de dilatance et de frottement (15) conservent
la meˆme forme mais les parame`tres Φmax, µ
∗
min, a et b de´pendent de η. La cohe´sion provoque
une diminution de la compacite´, mais une augmentation du nombre de coordination, et une
homoge´ne´isation des directions de contact. C’est le signe d’une organisation des grains en amas
compacts se´pare´s par du vide. La figure 11a trace les deux parame`tres Φmax et a en fonction
de l’intensite´ de la cohe´sion η. Les deux fonctions ont une forme similaire : une importante
diminution de`s les premiers niveaux de cohe´sion (η ≤ 2) puis une diminution plus faible. La
diminution de a(η) jusqu’a` 0 correspond a` des syste`mes dont la compacite´ ne de´pend plus de
l’e´tat de cisaillement I. Les deux fonctions µ∗min(η) et b(η) ont la meˆme forme (figure 11b). Sous
un seuil de cohe´sion (η ≥ 10), la cohe´sion n’affecte pas µ∗min ou b. Au-dessus du seuil, µ∗min(η)
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et b(η) augmentent fortement. On peut ainsi distinguer des re´gime de faible (η ≤ 10) et forte
(η ≥ 10) cohe´sion.
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Figure 11 – (a) Φmax(η) (carre´s noirs) et a(η) (◦) ; (b) µ∗min(η) (carre´s noirs) et b(η) (◦)
(d’apre`s [59]).
La force de frottement entre les grains est de´crite par un crite`re de Coulomb qui conside`re
uniquement la composante e´lastique de la force normale. E´crit en fonction de la force normale
totale, le crite`re s’e´crit ||FT ||/FN ≤ µH(|F0/FN |). Le coefficient de frottement apparent en
pre´sence de cohe´sion est donc : µH(|F0/FN |). Pour une faible cohe´sion, la force normale peut
eˆtre beaucoup plus grande que la re´sistance a` la traction FN ≫ F0. Dans ce cas, la fonction H
tend vers 1 et le coefficient de frottement apparent reste µ. Pour une forte cohe´sion, la force
normale est beaucoup plus petite que la re´sistance a` la traction : FN ≪ F0 et la fonction H
tend vers 4|F0/FN |. Par conse´quent, la cohe´sion augmente fortement le coefficient de frottement
apparent entre les grains, et comme ceci a e´te´ montre´ pour les grains sans cohe´sion, ceci augmente
la dilatance du mate´riau. C’est ce que l’on mesure sur la figure 12 qui compare la compacite´ de
grains frottants et non frottants (µ = 0).
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Figure 12 – Φ(η, I = 0, 2) pour des grains frottants µ = 0, 4 (carre´s noirs) et non-frottants
µ = 0 (◦) (d’apre`s [50]).
5 Conclusion
Le choix de parame`tres approprie´s pour e´tudier des comportements me´caniques de mate´riaux
granulaires par simulation nume´rique discre`te de´pend bien suˆr du proble`me particulier auquel on
s’inte´resse. Il peut utilement s’appuyer sur l’analyse dimensionnelle et sur les connaissances que
l’on a acquises, pour des mate´riaux mode`les simples dans diffe´rents re´gimes de comportement,
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I κ (> 103) e ou ζ µ µR/d η
Assemblage O N O O O O
Solide, de´f. type I, I < 10−3 N O N O O O
Solide, de´f. type II, I < 10−3 N N N O O O
E´tat critique, I < 10−3 N N N O O O
E´coulements denses, 10−3 < I < 0.1 O N N O O O
Re´gime collisionnel, I > 0.1 O N O O O O
Table 2 – Influence des parame`tres sans dimension sur les comportements me´caniques dans
diffe´rents re´gimes de sollicitation. (O=Oui, N=Non)
de l’influence des parame`tres de controˆle sans dimension choisis au § 2.3 : les plus importants
sont le nombre d’inertie I (de´fini en 11), le niveau de raideur κ (de´fini en 10), et le cas e´che´ant,
le nombre de cohe´sion η (de´fini en 11). Le choix de parame`tres sans dimension retenu permet
aussi commode´ment de traiter des mate´riaux solides comme en e´coulement. La loi constitutive
en situation d’e´coulement stationnaire prend la forme d’une ¡¡ e´quation d’e´tat ¿¿ qui donne
l’ensemble des caracte´ristiques me´caniques et de microstructure en fonction d’un seul parame`tre
(I) ou de deux (I et η) pour les syste`mes cohe´sifs. La table 5 re´sume les re´sultats rapporte´s
dans les § 3 et 4. Aux trois nombres κ, I et η (ou P ∗) il faut ajouter le coefficient de frottement
intergranulaire µ (et e´ventuellement µR/d, le frottement de roulement), dont la valeur influe
sur l’ensemble des comportements e´voque´s. On doit aussi garder a` l’esprit le roˆle crucial de la
ge´ome´trie, celle des grains eux-meˆmes, et celle de l’e´tat initial pour tous les comportements de
type solide, sauf les e´tats critiques. Le choix des parame`tres I et κ permet de traiter de la limite
quasi-statique et de celle des grains rigides, importantes en pratique. La valeur I = 10−3 indique´e
dans la table pour l’approche de la limite quasi-statique (comportement inde´pendant de I) est
assez indicative, elle de´pend bien suˆr des syste`mes e´tudie´s et des configurations auxquelles on
s’inte´resse. En ge´ne´ral, la limite quasi-statique est d’autant plus facile a` approcher que le syste`me
est dense et bien coordonne´, et demande davantage de pre´cautions en pre´sence de de´formations
de type II avec des re´arrangements importants. De meˆme, la limite des grains rigides peut se
situer un peu au-dela` du seuil κ ≥ 1000 indique´. L’effet du parame`tre ν ou de KT /KN est limite´
au re´gime de de´formations de type I, et faible si KT /KN > 1. Dans cette limite, il peut eˆtre
commode de mode´liser les grains comme des solides inde´formables, a` la manie`re de la me´thode
de dynamique des contacts (Chapitre 3). Cette approche peut donc s’appliquer a` l’ensemble des
cas recense´s dans la table, sauf le re´gime de de´formation de type I. Celui-ci apparaˆıt comme un
domaine de comportement rigide inde´formable s’il est traite´ en dynamique des contacts. Meˆme
si ce point me´riterait des investigations comple´mentaires, on s’attend a` ce que l’instabilite´ des
re´seaux de contact qui borne l’intervalle de comportement de type I co¨ıncide en dynamique des
contacts et dans une mode´lisation prenant en compte un niveau de raideur finie. L’approche par
des grains inde´formables est alors le´gitime tant que l’on peut ignorer les de´formations de l’ordre
de quelques κ−1 qui surviennent dans le mate´riau re´el.
Les processus d’assemblage figurent dans la table, mais il conviendrait bien suˆr de dis-
tinguer les diffe´rentes me´thodes de pre´paration d’e´chantillons solides (chapitre 8). Leur descrip-
tion pre´cise demande d’introduire d’autres parame`tres de controˆle. Comme il s’agit souvent de
proce´de´s impliquant le passage d’un e´tat agite´ et laˆche a` un assemblage solide en e´quilibre, les
parame`tres dynamiques I et e sont susceptibles d’influencer le re´sultat (comme dans le cas de
la pluviation controˆle´e [23]). La compression de mate´riaux solides dans un trajet de chargement
conservant le rapport des contraintes, comme e´voque´ au § 3.1, est a` classifier avec le comporte-
ment solide en de´formation de type I en l’absence de cohe´sion, et comme de´formation de type
II dans le cas cohe´sif (on e´valuera alors, si η > 1, les effets dynamiques avec Ia). En pre´sence
de cohe´sion, tous les comportements sont sensibles a` la valeur de η, sauf bien suˆr dans la limite
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η → 0 (pour la consolidation η < 5.10−2 semble suffisant pour ne´gliger la cohe´sion).
Au-dela` de son utilite´ pratique pour le choix de parame`tres approprie´s dans une appli-
cation donne´e de la simulation discre`te, la classification des parame`tres de controˆle et de leur
domaine d’influence sur les comportements est e´galement pre´cieuse pour la compre´hension des
origines microscopiques des lois constitutives macroscopiques.
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